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Les approximants de PadC simultanes de logarithmes fournissent des 
approximations rationnelles simultanees de logarithmes de certains nombres ration- 
nels proches de 1. IIs permettent d’obtenir des minorations de formes lintaires a 
coefticients entiers de ces logarithmes. 0 1986 Academic Press. 1~. 
Simultaneous Pad&approximants of logarithms give simultaneous diophantine 
approximations for logarithms of rational numbers close to 1. Lower bounds for 
linear forms of logarithms with integer coefficients are derived. F, 1986 Academic Press. 
Inc. 
1. INTRODUCTION 
Les approximants de Pade ont CtC utilise pour obtenir des mesures 
d’irrationalite de log c( quand LX est un rationnel proche de 1 (Alladi et 
Robinson [l] et Beukers [3]). Ces resultats peuvent d’ailleurs etre obtenus 
par d’autres methodes en utilisant les proprietes de la transformee de 
Laplace (Danilov [6]) ou par une methode d’acceleration de la con- 
vergence de la serie detinissant log a don&e par R. Apery (Cohen [4]). Les 
approximants de Pade simultanes de type I de 1, log( I+ z),..., log’( 1 + Z) 
(i.e., des polynomes P,, P, ,..., P, tels que la fonction PO(z)+ P,(L) 
log( 1 + z) + . + P,(z) log’( 1 + 2) ait un zero d’ordre ClevC en 0) ont ete 
utilists pour donner des minorations de P(log a) lorsque P est un 
polynbme de Z[X] et CI un rationnel positif quelconque (Reyssat [S]). 
Une methode d’acceltration de convergence de deux series a tte utilisee 
(Cohen [S]) pour obtenir des rbultats de m&me type quand c1 est proche 
de 1 et P un polynome du second degre. Les minorations obtenues sont 
alors moins bonnes que celles donntes par Reyssat. Cette methode a Cte 
utilisee (Rhin [ 111) pour donner des minorations de formes lintaires de 
deux logarithmes u0 + u1 log(1 + ~1~) + u2 log( 1 + CQ) quand les u; sont 
entiers rationnels et c1,, a, sont des rationnels proches de 0. On remarque 
284 
0022-314X/86 $3.00 
CopyrIght cj 1986 by Academic Press, Inc. 
All rkghts ol reproductmn in any form reserved 
APPROXIMANTS 285 
alors que la demonstration fournit des approximants de Pad6 simultants de 
type II de 1, log( 1 + a, z), log( 1 + QZ) (i.e., des polynomes P,, P, , P2 tels 
que pour i = 1, 2, P,(z) - P,(z) log( 1 + a,z) ait un zero d’ordre tlevt). 
Nous generalisons ici la methode de Alladi et Robinson au cas de 
plusieurs logarithmes pour donner des approximants de Padt simultanes 
de type II de 1, log( 1 + a, z),..., log( 1 + c1,z). Ceux-ci fournissent, avec z = 1, 
de bonnes approximations de ces logarithmes et nous obtenons des 
minorations des formes lineaires 1.4~ + u, log( 1 + ~1~) + . . . + u, log( 1 + LX,) 
lorsque les C(~ et les ui sont dans un corps quadratique imaginaire, les CI, 
&ant de module assez petit. Ces minorations ameliorent le resultat obtenu 
par la methode des G-fonctions (Galotchkin [7]). Citons enfin la methode 
de Baker [2], beaucoup plus g&n&ale, qui fournit de moins bonnes 
minorations. 
2. APPROXIMANTS DE PADS SIMULTANBS DE LOGARITHMES 
Dkfinition d’un s.vst&ne d’approximants de Pad& de type II 
Soient fo, f,,..., frr + 1 fonctions analytiques au voisinage de 0, avec 
fo(0) zo. 
Soient n,, n, ,..., n, des entiers >O et N = n, + n, + . . . + n,. Un systeme 
d’approximants (n,, n, ,..., n,) de Pad6 de type II de fo, fi ,..., f, est un 
ensemble de polynomes P,, P,,..., P, de degre respectif <N-n,, 
N-n,,..., N-n, veriliant: Pour tout i et j dans [0, r] on a: 
Pf(Z)f;(Z)-P,(Z) fj(Z)=O(ZN+') 
i.e., 2 ~ N ~ ’ (Pi(z) fi(z) - Pi(z) fi(z)) est analytique en 0. 
11 suffit de verifier: Pour tout i dans [ 1, r] on a: 
PO(Z) f,(Z)- P,(z) fo(z)=o(zN+l~ 
Notations. Soient r 2 1, m 3 0 et n 3 0 des entiers, CI~ = 0, ~1, ..., CI,, r + 1 
nombres complexes deux a deux distincts. On delinit: 
Kn,m(z)=$$ Zm fi (ai+z)“; 
i=O 
UO.n,m(Z) = &,& 1 
et pour 1 <k<r, 
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et pour O<k<r, 
Pk.n.m(Z) = Zrn + “~k.,.,( l/z); 
et pour 1 dk<r, 
~k,n,m(Z) = Pkwl(Z) - PO,,,,(Z) l%(l + a,z); 
log(z) designera toujours dam la suite la determination principale du 
logarithme. 
THBORBME 1. P,,,(z) ,..., P,,,,,( ) z constitue un systeme (n + m, n, n ,..., n) 
d’approximants de PadP de type II de 1, log( 1 + a, z),..., log( 1 + c(,z). 
Avec les notations employees au debut de la Section 2, on a n, = n + m, 
et pour lbidr, ni=n et N=m + (r + 1) n. La demonstration du 
Thtoreme 1 ntcessite les cinq lemmes suivants. 
LEMME 1. Pour O<l<n et 1 <k<r, 
f;(z)=:) zm fj (ai+z)” 
i=O 
s’annule en z=O et en z= -ak. 
Demonstration. 0 et -ak sont en effet des racines du polynome 
zm n;= o (ai + z)” d’ordre superieur ou tgal a n. 
LEMME 2. Pour O<l<n et 1 <k<r, 
s 
I 
t’K,,,( - ak t) dt = 0. 
0 
DPmonstration. En integrant par parties 1 fois l’inttgrale devient 
I! 
n! (ak)‘+’ 
Cfnplpl(-akf)lA=O d’apres le Lemme 1. 
LEMME 3. Pour 1 Q k < r, 
Rk.m.,,(Z) = WzN + 1 ). 
DPmonstration. Pour IzI assez petit 
s 
I 
bg(l +akz)=ak 
dt 
0 z -‘+a,t’ 
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Done 
Rk,n,m(Z) = Z’“+m s 1 Kz,m(z-‘)-~“,,(-~,t) tl k dt 0 z-‘+a,t 
’ 
-Z 
m+mKn,,(z-~) 
s 
OLk dr 
oz -l+a,t 
= -ClkZr”+m+l dt; 
et pour (~1 assez petit 
Rk.,Jz) = --blaze” + m + ’ ,Fo (- l)‘Cr;Z’ j1 t’&,,( -@,t) dt. 
0 
D’aprks le Lemme 2 les termes de la sttrie sont nuls pour I< n done 
&n,m(Z) = u(Z”+ *)n+m+ ‘). 
LEMME 4. Pour 1 6 k < r et h > 0 entier, 
Jn=j ’ zhsl,a;r’h dt= i $1 ‘-:“-’ Zh-,. 
0 k I= I 
Dtmonstration. Nous avons 
Zh- (-u,t)h h 
z+@&t =,C, ( -akt)‘-’ zhp’ 
done 
J,= i (-,yk)l-l zh-/j’ t’- ’ dt 
I= 1 0 
ce qui donne le r&&at. 
LEMME 5. Pour 1 <k < r, Pk,n,m est un polynBme de degrt! <rn + m et 
P 0,fl.m est un polynBme de degrP rn. 
DPmonstration. En dtveloppant (elk + z)” selon la formule du binBme 
pO,“,m(Z)= i f (m+n+l;+ ... “j(;)...(y) 
I,=0 I,=0 1 r 
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done le degrt de P,,,,, 
Lemme 4, 
est egal a rn = N - (II + m). Pour 1 < k 6 r, d’apres le 
pk,n,m(Z)= i i (m+‘z+l;l+ ..’ “‘)(f)...(Ij 
I,=0 I,=0 1 r 
xcl”-/l...c(” ./, 
I , 
m+/‘y +r, (-1)“d 
a;;.= 
s + rn I, I, 
., = 1 s 
done le degre de Pk,n,m est inferieur ou Cgal a rn + m = N- n ce qui termine 
la demonstration du Theoreme 1. 
3. APPROXIMATIONS DE iog(l +LY,) ET 
MINORATION D'UNE FORME LINkAIRE DE CES LOGARITHMES 
On suppose maintenant que c(, ,..., CI, appartiennent a un m&me corps 
quadratique imaginaire K et qu’il existe un entier Q > 1 tel que pour 
1 <k 6 r QLX~ soit entier alrebrique sur Z. 
On pose CI=max,.,.. 1~~~1 et on suppose que a 6 l/(r + 2). 
LEMME 6. Soient 
P = P,(a) = 
l--r-t-J- 
2r 
g(x) = 
(1+x)(1 +cl+.X)’ 
X 
Ah IPo,,,,( 1 )I < (1 + B)” y”. 
DPmonstration. D’apres la formule de Cauchy 
po,,,,,(I)=Ke,,(+& I,- -Y"+mn;=l (cc,+x)" dx 
(x-l)“+’ 
oti C est un cercle quelconque de centre 1 et de rayon non nul parcouru 
dans le sens positif. Done, quel que soit p > 0. 
Nous choisirons p de facon que 
g(p)Jl +P)(l +a+P)’ 
0 
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soit minimum; g atteint son minimum sur 10, + 00 [ en fl puisque 
g’(p)=p-2(1 +@.+p)‘-1 (r$+ (r- l)p-ol- 1). 
Nous avons alors 
I~o,,,,(l)l 6(1 +wgw. 
LEMME 7. Soient r>2, 1 <k< r, 
a= 
r-2tJZZ r+2 
2(r+ 1) 
,b=- 
r+4 
/2(x)=x(1 -x)(1 +x)‘-’ 
Alors 
IR/c,n,m(l)l 66” 
a(r+l)n+m+l 
1-a . 
DPmonstration. Nous avons 
Rk,n,m(l)= -elk j; K~3,(-Clkt) dt 
l+cc,t 
et en intkgrant n fois par parties 
&&l)=(-l)m+l a;+“+l I f”‘“lx=, (vwdt 
5 0 (1 +cQf)n+ 
done en posant 
h,(t) =g 
jRk,n,m(l)l <c((‘+‘~~+~+~ 5 
; & h,(t)” dt 
Ml’+l)n+m+l 
G ‘,F;;~ h,(t))“. 
1-cf . . 
Pour 0 d t $1 le signe de h’(t) est celui de 
c(t)= 1 +(r-2)t-(r+ l)t’. 
290 RHIN ET TOFFIN 
Le maximum de h(t) sur [0, 1 ] est atteint en a. On veritie facilement que 
a < b. Nous avons done pour 0 d t d b, 
h(t) h(a) h,(t)=-<- 
l-at l-ab’ 
Pour 0 < t < 1 le signe de h;(t) est celui de 
d(t)=at2(rt-r+2)+c(t). 
Soit a’ le point de [0, l] oti h,(t) atteint son maximum. Puisque 
rb - r + 2 = 8/(r + 4), 
d(b) < $5 + c(b) = -;lrqt;) 
done a’ < 6. Alors pour b < t 6 1, 
h,(t)<h,(b)<= 
1 -ab’ 
LEMME 8 (Rosser et Schoenfeld [9, lo]). Pour n B 1 entier soit 
d, =ppcm( 1, 2 ,..., n). 
Pour n > 6. lo’, 
logd,<n(l + 1/(40logn)) 
ef pour n > 1, d,, < (2,826)“. 
PROPOSITION. Soit 
d,,,(~)=dCt(Pk,,,,(z))o~k~,o~,~., 
alors 
(n!y 
( 
r(rCI) 
> 
2n+ I 
d.,,(z)= +(m z 2 a1a2”‘ar JJGr (ai- . 
Nous demontrerons cette proposition au paragraphe 4. 
TH~~OR~ME 2. Soit r 2 2 entier et uO, u, ,..., u, Gments de K entiers algk- 
briques sur h tels que H=maxIGkC, [2+1>0. Soit A=u,+u, 
log(1 +a,)+ ... +u, log(1 +a,) et O<E<O,OOl. Si 
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et 
H3 Ho = exp(e1’40” log( l/o)) 
on a 
0l.i 
p = -log(yQ’e”‘+“‘)/log 0 
oti p, y, et 0 sont d&finis duns les Lemmes 6 et I. 
Remarque. Le Thtoreme 2 demontre que si tlr ,..., ~1, sont de module 
assez petit 1, log( 1 + LX~),..., log( 1 + a,) sont Q-lineairement independants. 
La relation log( 1 - i) + log( 1 + t) = 0 montre qu’on ne peut pas s’affranchir 
d’une condition sur les modules des CX~. 
DPmonstration. Soit n = -(log H + r log(Qcre’ ‘“))/log w  + q avec 0 < 
?#l< 1. 
D’aprb le Lemme 8 si rn > e1’40E > 6.105, 
d m+m<e”“+““‘+“’ 
Puisque Qae’ +’ > 1 il suffit de prendre -log H/log o > exp( l/40&). 
D’aprb la proposition, puisque c1 r,..., ~1, sont tous non nuls et distincts il 
existe un entier m (0 <m 6 r) tel que 
u= 1 ujpj,n,m(l) #O. 
j=O 
D’apres les formules explicites donnant Pi,,,,(z) au paragraphe 2 
v = Q’“+md,,,+mu 
est un entier non nul de K done 1111 > 1. 
PO,& 1) est alors non nul car sinon, d’apres le Lemme 7 
done 
Iv( ~rHd~“+~Q~~+~e~ 
t((r+l)n+m+l 
1-U 
<- ‘a Hw”(Quel +‘),. 
1-U 
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Puisque Qa, est un entier algebrique non nul, Qa > 1 done 
d’apres la valeur choisie pour n et le fait que a d l/(r + 2). Ceci entraine la 
contradiction dtsiree. 
Nous avons done 
’ %c&.n,m( 1) /i=v(Q’“+“drn+,Po.,,,(l))-‘- 1 
k=l po.wrl( 1) . 
D’apres le Lemme 7, 
Puisque Hw”( Qae ’ +‘)‘< 1, d’apres le Lemme 6, 
IA[ > ((r+ l)(l +a)‘Q’e’(‘+‘)))i (yQ’e’(‘+‘))-“. 
D’aprbs la definition de n 
(rQ re’(l+E))--n~H~“(Qae’+‘:)-‘~ (YQ’e’(l+E))--l 
ce qui dtmontre le Theoreme 2. 
TH~OR~ME 3. Si CO, = 8a’+‘Q’(2,826)‘< 1, on a 
pour H> 1, IAl >c, HPfll 
022 
PI = -log(rQ’(2,826)‘)llog 01 
et c;’ = (r + 1) y(j? + 1)’ (2,826Q)‘“‘1+2) arP1. 
11 suffit dans la demonstration du Theoreme 2 d’utiliser la deuxieme par- 
tie du Lemma 8. En appliquant les Theoremes 2 et 3 on obtient le 
COROLLAIRE. Soient uO, ul, u2 des entiers rationnels, 
H=max(lu,(, Iu21)> 1 et A, = 240 + f.41 log(i) + 242 log(S). 
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Alors log Inil > -(88 logH+ 196) et si 
-45 log H. Soient uo, ui, u2 des entiers de Q( 
log [.4,l 3 
et 
n,=u,+u,1og l+’ +u log l+J +u log l+j’ 
( 20) 2 ( 20) 3 ( 20) 
(oti j=(-1 +iJ5)/2 t e i*= -1). Alors log l/1,1 > -33 log H. 
Si nous utilisons la methode de Baker (cf. Waldschmidt [ 123) nous obte- 
nons la minoration suivante de In, I : log l/i i I > -3. 1021 (1 + log H). 
Gerhard Frey nous a suggere l’enonct suivant, dont le Theoreme 2 cons- 
titue un corollaire, 
THBOR~ME 4. Soit r > 2 entier et L un corps de nombres de degrC d sur 
Q. Soient a,,..., a, Pltiments de L non nuls et tous distincts et Q > 1 un entier 
de N tel que Qa, ,..., Qar soient entiers sur H. Soient PO, b, ,..., fl, des c%ments 
de L entiers sur Z. Si (aj)l G jG d sont les d Q-homomorphismes de L dans L 
on note 
Soit A(j) = o,(Bo) + XI=, aj(Bi) log( 1 + aj(ai). Alors si 0 < E < 0,001 et 
o = oar+ lQrer(l +&) < 1 
et 
H > Ho = exp( e 1’40E log( l/cu)) 
on a pour I’un des indices j (1 < j < d) au moins 
oti c, p, #I, y, et 0 sont dt!finis comme au Thkortme 2 et duns les Lemmes 6 
et 7. 
Demonstration. 11 suflit de reprendre la demonstration du Theoreme 2 
en choisissant j tel que Idi 2 1, ce qui est possible puisque u est un 
entier algebrique non nul done n,“= 1 I’ll 2 1. 
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4. CALCUL DU DbTERMINANT d,,,(Z) 
Nous remercions le refere qui nous a propose une demonstration plus 
courte de la proposition. 
LEMME 9. 
=I 
I s 
=r . . . (XI . ..X.)” n (xi-a,)” n (xi-xj)dxl-.dxr 
0 0 i. j  i-cj 
(n!)” I 
= +((r+ l)n+r)! ((” 
-..a,) l-j (aj-a,))‘““. 
i-cj 
DPmonstration. Nous allons demontrer le resultat plus general 
“I 
I s 
ar . . . (Xl .. . x,)~ fl (xi - aj)” n (xi - xi) dx, . . . dx, 
0 0 i, i i < .j 
m! (n!)’ 
= *(m+m+r)! h-a,) m+n+l (Qj (ai-aj))b+’ 
ou, en remplacant xi par aiti, 
1 
I I ... ’ (t,-..t,)m n (aiti-aj)n n (a,t,-altj) n (ti-l)“dt,.**dt, 0 0 i#j i-cj i 
m! (n!)’ 
= ‘(m+m+r)! ilJj(ai-aj) 
2n+l 
’ (2) 
Nous demontrons d’abord que le membre de gauche de (2) est le produit 
de (ni, J (ai - aj))*“+ ’ par une constante. Pour cela nous demontrons que 
le membre de gauche de (1) est divisible par (a, - aj)*“+ r pour chaque i # j. 
Nous pouvons supposer, saris nuire A la gineralite, que i = 1 et j = 2. DCri- 
vons k fois le terme de gauche de ( 1) par rapport a a 1 puis posons a, = a*. 
Puisque dans (1) la fonction sous l’integrale est antisymetrique en x,, x2 et 
contient le facteur (x, -~l,)~ (x, -a*)” nous obtenons zero pour tout 
k < 2n. Le membre de gauche de ( 1) est done divisible par (a1 - a2)2n + ’ et 
le membre de gauche de (2) est Cgal a 
Cm,n,r(llj (ai-@j)~+’ 
OG cm,,,, est une constante. Nous demontrons que 
c 
m! (n!)’ 
m,n,r = ’ (m+m+r)! 
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par recurrence sur r. Pour le cas r = 1 nous obtenons facilement en inte- 
grant par parties 
s 
I 
t”( t - 1)” dt = + 
m! n! 
0 (m + n + 1 ) ! = cmJhr’ 
Maintenant posons c1,=0 dans le membre de gauche de (2). Nous obte- 
nons, en negligeant les signes, 
1 I s . . . 0 0 ...tr_l)m+n+l (c1] ...C1,p,)2n+’ n (ctiti-Mj)” i # j  
i,j<r 
( ) 
2n+ I 
= +C,+.+I,n,r~I(C(1...t(,-1)2n+’ fl (ai-oLj) 
m! n! 
i-cjcr (m+n+l)!’ 
Mais le membre de gauche de (2), lorsqu’on fait CI, = 0, est &gal a 
( ) 
2n+ 1 
+c (a,-~cr,.-,)2”+1 - m,n,r fl CG(imaj) 
i<j<r 
Done 
c r?Lrl,r = fcm+n+L,n,rpI m!n!/(m+n+ l)!. 
D’apres l’hypothese de recurrence 
C + 
(m+n+ l)! (n!)‘-’ 
m+n+l,n,r-1= - 
((r-l)n+m+n+l+r-l)! 
et done c~,~,~ = +m! (n!)r/(rn + m + r)!. 
Nous pouvons maintenant demontrer la proposition. Dans la suite nous 
supprimons l’indice n dans Pk,n,m et Rk,n,m. Alors le determinant s’ecrit 
P 0.0 ... P O,r 
d&) = p!.o .. . P .‘J . 
pi,0 . . pi,, 
d,,(z) appartient a C[z] et a un degre au plus egal a (r(r + 1)/2)(2n + 1). 
Pour chaque k > 1 retranchons $ la k-itime ligne la premihe ligne multi- 
pliee par log( 1 + akz) pour obtenir 
P 0.0 . . . PO,, Z’P,, zr - IP,,, . . * PO*, 
d,,,(z)= R.,,o-- R .I., = z’f1.o z r- 1 ~%-~R,,, .z-r(r+1)/2. 
R,, -. . R;.r z’i,,, zr ~ iR,,, . . . R;., 
641:24/3-4 
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Pour chaque k > 1 tous les elements de la kieme ligne sont des series for- 
melles en z ayant en facteur zCrf ’ )ln + ’ ). Done d,,,(z) est divisible par 
,rlr+Il(n+II~~(r+ll/2~zIr(r+1)/2)~2n+I) i 
et done 
oti D,,, est independant de z. D,,, est obtenu en rempla$ant dans d,,,(z) les 
elements de la premiere ligne par leur valeur en z = 0 et les elements des 
autres lignes par le coefficient de z(‘+ l)(nf’). Puisque 
R 
k,m 
= 
--clkZ 
m+m+ 1 I 0 1 +a,t 
- 
=z 
m+m+ 1 
s 
mk K,(j) . dj=z(r+I)n+m+l 1 tnCmnI:=, (aj+jYdc 
0 1 -zzt s 0 (1 -Zf)n+l 
nous obtenons 
Dn,r=Po,r(O)dkt S,-zk j;tf fi (liffk)“dl,)k=l.,,r 
i= I m=d...:,r- I 
(t, . . . t,)” n (a, + c,)” n ( ti - c,) dt, . . dt, 
et le calcul de l’integrale fourni par le Lemme 9 nous donne le rtsultat 
attendu. 
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